[ | Vecteurs, droites et plans de l'espace

TERMINALE - SPECIALITE MATHEMATIQUES - CORRIGES

Chaque résultat a été vérifié par calcul formel. Les rappels de méthode sont en italique. Dans le cube,

onutilisesansleredirequeﬁ:ﬁ:ﬁ:ﬁﬁ:ﬁ:F =FHet AE = BF =

CG = DH.

Exercice 1
Pour simplifier une somme, on remplace un vecteur par un vecteur égal qui « enchaine » avec le
précédent, puis on applique la relation de Chasles.
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1.3.@:BF,doncAB+@:AB+BF:AF.
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b. BA= FE,donc EH + BA=FFE + EH = FH.
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¢. AD + AB = AB + BC = AC, puis AC + CG = AG.
—_— = = —
d.ﬁ—ﬁ:ﬁ—i—CBetCB:GF,donclasommevautﬁ—i—GF:HF.
2. On choisit un chemin le long des arétes.
— — = — = =
o BH =BA+AD + DH = —AB + AD + AE.
o DF — DA+ AB + BF — AB — AD 1 AE.
— == — — = ——
o CE=CB+BA+ AE= —AB — AD + AP.
3. On part de A et on ajoute les vecteurs un par un.
-— = == .
o AM = AB + 5BF : M est le milieu de [BF].
o —]\/z:ﬁ-k%ﬁ-F%ﬁ,doncﬁ:%(ﬁjtﬁ) :%ﬁ:Nestlemilieude [EG], le
centre de la face EFGH.
° ﬁ:ﬁ+%@:Pest le milieu de [CG].

— —
4. @ = ﬁ = ﬁ = EF, donc la translation de vecteur AB envoie A sur B, D sur C, H sur G et
E sur F. L'image de la face ADHE est la face opposée BCGF.

Exercice 2

1. Par la relation de Chasles,ﬁ:ﬁ—i-C—ﬁ%—ﬂ:EJrﬁ:a.
— — > —
Pouri: AB — AC = CA+ AB = CB et CD — BD = CD + DB = CB. Donc # = 2CB.

— = o

2. I est le milieu de [BC], donc IB + IC' = 0. Alors
— — = — =3 —
A +AC = AT+ 1B + Al + IC = 241 + (1B + IC) = 241,

— — —_— ——=
3. BE = ﬂ + AE =—-AB+ AB + ﬁ = ﬁ : ABEC est un parallélogramme (régle du

parallélogramme). De plus, d'apres la question 2, ﬁ = ﬁ + ﬁ = 2AT : I est le milieu de
[AE]. On retrouve que les diagonales d'un parallélogramme ont le méme milieu.



%
4. On décompose IJ de deux fagons :

IJ=1B+BA+4J e 1J=I1C+CD+DJ.

En additionnant, et comme 1B + IC =0 et AJ + DJ—0 (J milieu de [AD]): Zﬁ _ B4 +@,
d'oUI_>J: 1 (ﬂ—i—C—D})
5 )

Exercice 3

1. O est le milieu de [AC] {40 = %B =1AB+1
M est le mitieu de [EG] : AM = AE + 1EG = 1AB + 1AD + AE.

2. OM = 07 + AM = —B + AM = TE> Les vecteurs OM et H sont égaux, donc colinéaires :
les droites (OM) et (AE) sont paralléles (et aussi paralléles a (BF'), (CG), (DH)).

3. Un point X est sur d si, et seulement si,ﬁ(> = tﬁ pour un réel t.
EG=FEF 1 FG=AB + AD=AC (t=1):G € d.
EM =1EG=1AC@t=1):Mcd
4.1) =TA+ AD + DH + HJ = —}AB + AD + AE + }AB = AD + AE.
AE

or AH — AD + DH = AD + AE et BG = BC + CG = AD +
(IJ) est paralléele a (AH) et a (BG).

Exercice 4

—
1.BE = BA+ AE = —AB + 2AB — AD = AB — AD = AB + DA = DB.
Les vecteurs B4E) et FD> sont colinéaires (ﬁ = —FD>) : B, D, E sont alignés. Et ﬁ = FE>
signifie que B est le milieu de [DE].

2.ﬁ:ﬁ+ﬁ:—ﬁ+4ﬁ—3ﬁz4(ﬁ—ﬁ) :4(Ei+ﬁ) — 4BC.
ﬁet ﬁ sont colinéaires : B, C, F' sont alignés.
3.MN = MA+ AN = —14B + }AC =  (BA+ AC) = 1BC.
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—
Les vecteurs directeurs MN et BC sont colinéaires : (MN) || (BC).

Exercice 5

1. ﬁ—kﬁ = ﬁ—k (—ﬁ—i—ﬁ), etﬁ = —? +ﬁ —1—@) (exercice 1) : les deux sont
égaux.
Comme ﬁ et B—E'> ne sont pas colinéaires, ﬁ est combinaison linéaire de w et ﬁ : ﬁ ﬁ
ﬁ[ sont coplanaires, donc B, C, H, E sont coplanaires. (Ils forment le rectangle BCHE.)

2.a. ﬁ% = A—B>, ﬁ = ﬁ et ﬁ = A—B> + ﬂ)) : ces trois vecteurs s'écrivent mﬁ + yﬁ, donc F,
G, H sont dans P. Le plan P est le plan de la face du haut, (EFG).
b. A € P signifierait ﬂ = —A—E> = wﬁ + yﬁ :alors ﬁ serait combinaison linéaire de A—B>

—_—  —— —— — . .
et AD, et AB, AD, AFE seraient coplanaires. Ce n'est pas le cas (E n'est pas dans le plan de la
face du bas). Donc A ¢ P.
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3. BF = DH : ces deux vecteurs sont colinéaires. Alors, avec ©u = AC et v = BF' (non colinéaires),
DH =0 x AC +1 x BF': les trois vecteurs sont coplanaires. Trois vecteurs dont deux sont

colinéaires sont toujours coplanaires.

Exercice 6

1. Ce sontdeux cheminsdelIaJ:I - A— D — Jetl - B — C — J (relation de Chasles).

2. En additionnant : 21. — (ﬁ + ﬁ) +AD + BC + (W n W)
H

— = — -

I est le milieu de [AB], donc A +IB = 0; J est le milieu de [CD], donc DJ 4 CJ = 0. Il reste
e e
2IJ = AD + BC.

— == —
3.1J = }AD + %ﬁ et AD, BC ne sont pas colinéaires (sinon (AD) et (BC) seraient paralléles
et A, B, C, D coplanaires). Donc ﬁ, ﬁ, ﬁ sont coplanaires.

4. Si (AD) et (BC) étaient dans un méme plan, les quatre points A, B, C, D le seraient aussi :
impossible pour un tétraédre. Les droites (AD) et (BC) ne sont pas coplanaires.
Commentaire : des vecteurs coplanaires ne donnent pas des droites coplanaires. Les vecteurs f)]
E, BC sont dans une méme direction de plan, mais les droites (IJ), (AD), (BC) sont dans des
plans paralléles différents.

Exercice 7

—
1.2.GH = —AB - (AB) et (GH) sont paralléles, et distinctes (G ¢ (AB)).

b. (AE) et (BC) n'ont aucun point commun et ne sont pas paralléles (AE et BC' ne sont pas

colinéaires) : elles sont non coplanaires.

c. (EG) et (FH) sont les diagonales du carré EFGH : sécantes au centre de la face.

d. 4, C, G, E sont coplanaires (rectangle ACGE), et [AG]|, [CE] en sont les diagonales :

sécantes au centre du cube.

— -
e. ﬁ = ﬁ + @ = B + AFE = AH : paralléles et distinctes.

2. a. BG = AC est dans la direction de (ABC) et E ¢ (ABC) : (EG) est strictement paralléle 4
(ABC).
—_ .
b. BG = AH, et (AH) est contenue dans (ADH) ; B ¢ (ADH) : (BG) est strictement
paralléle a (ADH).
c. G € (BCF) mais A ¢ (BCF) : la droite (AG) n'est pas contenue dans le plan, et elle n'est pas

strictement paralléle puisqu'elle a le point G en commun. Elle est sécante a (BCF') en G.
d. F' et H sont dans (EFG) : (FH) est contenue dans (EFG).

3. a. (ABC) et (EFG) ont la méme direction (ﬁ = E, EH = B) et E ¢ (ABC) : strictement
paralléles.
b. (ABF) est dirigé par AB et A—E>, (DCG) par w — AB et DH = AF : méme direction ;D ¢
(ABF) : strictement paralléles.
c. (ABC) et (ABF) sont distincts (F' ¢ (ABC)) et ont deux points communs A et B : sécants
selon la droite (AB).



4. P est le milieu de [AH]| et de [DE] ; Q est le milieu de [BG| et de [CF].

o A, B, G, H sont coplanaires (exemple 11 du cours) : le plan (ABG) contient [AH]| et [BG],
donc P et Q.

s —_— = =

o De méme, D, C, F, E sont coplanaires (DF' = DC + DE, car DC + DE = AB — AD + AFE)
:le plan (DCF) contient [DE] et [CF], donc P et Q.

o Les plans sont distincts (A ¢ (DCF)). Ils ont deux points communs distincts : ils sont

sécants selon la droite (PQ). Comme @ = AB, cette droite est parallele a (AB) ; elle
passe par les centres des faces ADHE et BCGF.

Exercice 8

— —
1.1J=TA+AJ=1BA+1AC =1 (ﬂ+fd) — 1BC.
_>
1J est colinéaire a @ et (BC) est contenue dans (BCD) : (IJ) est paralléle au plan (BCD).

2. De méme, ﬁ = %ﬁ Les vecteurs ﬁ et ﬁ ne sont pas colinéaires (car ﬁ et ﬁ ne le sont
pas) ; ils dirigent (IJK) et sont dans la direction de (BC D). Les deux plans ont la méme
direction : ils sont paralléles. Ils sont méme strictement paralléles : si I était dans (BCD), la
droite (IB) = (AB) y serait, et A aussi, ce qui est faux.

3. Pour l'intersection de deux plans distincts, on cherche deux points communs.

o (ABM) et (ACD): A est dans les deux ; M, milieu de [C D], est dans (ACD) et dans
(ABM). Les plans sont distincts (B ¢ (ACD)). Leur intersection est la droite (AM).

o (ABM) et (BCD): B et M sont dans les deux, et les plans sont distincts (A ¢ (BCD)). Leur
intersection est la droite (BM).
4. (BM) est contenue dans (BC D), plan strictement paralléle a (IJK). Donc (BM) n'a aucun point
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commun avec (IJK), et son vecteur directeur BM est dans la direction commune : (BM) est
strictement paralléle au plan (IJK).

Exercice 9

1. A(0;0;0),B(1;0;0),C(1;1 0),D(O 1;0), E(0;0;1), F(1;0;1),G(1;1;1), H(0;1;1).
— —
Par exemple, AG = AB + AD + AE donne G(1;1;1).
2. Milieu : moyenne des coordonnées. I (153;1), J (0;3;1). Le centre K de BCGF est le milieu

19
de [BG]: K (1;3%;3).

l

3.1J(0-1;1—1;1-1)=(~1;0;0),donc IJ = —AB: (IJ) || (AB).
(1

- —
IK (0;0;—3),donc IK = —JAE: (IK) || (AE).
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4. a. ﬁ = ﬁ + AD : AB, AD, E sont coplanaires (dans la face du bas), donc ce n'est pas une

-—
base. En revanche, la droite (AG) coupe le plan (ABD) en A seulement: AB, ﬁ, ﬁ ne sont
pas coplanaires, c'est une base.

b. ﬁ = A—B>+ AD +A—E> donne AE — —AB — A—D>+ ﬁ : coordonnées (—1;—1;1) dans la
— ——

base (AB,AD,ﬁ).

c. Si ﬁ = aﬁ + bﬁ, alors

ﬂ+ﬁ:aﬁ+bﬁ+(a+b)ﬁ.

Par unicité de la décomposition dans la base (AB, AD, AE):a=1,b=1eta+b=0.Cest
impossible, car 1 + 1 = 2. Donc AC n'est pas combinaison linéaire de AF' et AH ; comme ces

— —_—
deux vecteurs ne sont pas colinéaires, AF', Aﬁ, ﬁ ne sont pas coplanaires : (AF', AH,B) est
une base.

Exercice 10

—
1. AB(30 —20; 20 — 0; 30 — 10) = (10;20;20) etﬁ(30;60;60).
—
ﬁ = 3AB : les vecteurs sont colinéaires, donc A4, B, C sont alignés. Le drone peut aller de 4 a

C en ligne droite en passant par B, situé au tiers du trajet (ﬁ = %T)

. 20+10 0440 10430
’ 2 7 2 2

):(15;20;20).

3. ABED est un parallélogramme si, et seulement si, AB = DF, c'est-a-dire zg — 10 = 10, yp —
40 = 20, zg — 30 = 20. Donc E(20;60; 50).

Contréle : le milieu de [AE] est (20520 ; 0260 . 10050 — (20 30 ; 30), et celui de [BD] est

(20410, 20440, 30430) — (205305 30). Ce sont les mémes.

4. -3 x2=-3 -3 x(-1)=32et -3 x4=—6:7 = —34, colinéaires.
Pour w : on passe de 2 & 4 et de —1 & —2 en multipliant par 2, mais 2 x 4 = 8 # 7. Les

coordonnées ne sont pas proportionnelles : 4 et W ne sont pas colinéaires.

5. Les deuxieémes et troisiémes coordonnées donnent b = —2d (—2 x 2 = —4 et —2 x (—3) = 6). Il
faut donc 4 = —2m, soit m = —2. Vérification: a (—2;2;—3) et —2ad (4; —4;6) = b.

Exercice 11

AL = —AB — AD + ¥AB + }AD + }AE = —1AB — 1AD + }AE,

3

—_— —
+ AFE etCH =CD + DH = —AB + AFE. Alors

§ﬁ+§@:_§ﬁ_§ﬁ+§ﬁ:ﬁ.

— —
C? et C'H ne sont pas colinéaires, et C'L est leur combinaison linéaire : L € (CFH).



i 1B+ A0 — BD et OB —
3. FH = ﬁ EH = —AB +AD=BDetCH = —-AB —|—ﬁ = ﬁ Les vecteurs non
—
colinéaires BD et BE, qui dirigent (BDE), dirigent aussi (CF H) : les plans sont paralléles. Ils
sont distincts, car C' ¢ (BDE) : sinon on aurait BC = AD = (—AB + AD) + y(—AB + AE),
douy =0,z =1et —z —y = 0, impossible.

4.AK:%ﬁ;ﬁ:ﬁ—AK:§ﬁ—%A :éﬁ;ﬁ:ﬁ—ﬁzéﬁ.Doncﬁ:
—
KL = LC.

Interprétation : les deux plans paralléles (BDE) et (CFH) coupent la grande diagonale [AG] en
K et L, et la partagent en trois segments de méme longueur.

Exercice 12

1. ABCD est un tétraédre : ses quatre sommets ne sont pas coplanaires, donc E, @, A4D> ne
sont pas coplanaires et forment une base. Avec l'origine A, c'est un repére.
A(0;0;0), B(1;0;0),C(0;1;0), D(0;0;1), puis, avec les moyennes : I (1;0;0), J (3;3;0),
K (0;535), L(05053), M (0535;0), N (5;053).

2. Milieu de [IK]: ( 20, O—;ll ; 0—;%) = (1;1;1). De méme, les milieux de [JL] et de [MN] ont pour

coordonnées (1;1;1).

Les trois segments qui joignent les milieux des arétes opposées ont le méme milieu.

3.G(}5}:}).donc AG = JAB + }AC + £AD = 1 (4B + AC + AD).
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><(-1):—;j—’:ﬁ:

4.P(3,3,0) AlorsDP(3,3, )etﬁ(i;i;—%).Or%xéziet

%DP. Les vecteurs sont colinéaires : D, GG, P sont alignés.

Sl

Pour aller plus loin : P est le centre de gravité du triangle ABC, et G se trouve aux trois quarts du
segment [DP] en partant de D.



